Détermination du rayon de convergence d'une série enticre via la regle de d’Alembert

On cherche a déterminer le rayon de convergence de la série entiére E an 2"
ou (ay) est une suite de nombres réels ou complexes en utilisant la régle de
d’Alembert des séries numériques. Pour cela, on procéde comme suit :

1.

On pose u, = |anz"| pour z € C* et les valeurs de n telles que u, # 0.
A\ La valeur absolue / le module est indispensable.

On calcule Un

1 S .
en simplifiant au maximum.
Unp,

On détermine la limite lorsque n tend vers 400 de ’expression précédente.

On compare cette limite, qui dépend généralement de |z|, avec 1 pour
conclure quant a la nature de la série E Uy, on obtient ainsi le rayon de
convergence de la série entiere.

n

Exemple 1. Rayon de convergence de la série entiere Z 22",
n+1
1. Pour z € C* et n € N, on pose u,, = ’ > 22n| = o i
’ "n+1 n+1
2. On a 1), 20 )
5" nt 1 1
Unt1 _ |z " n+l _n+t « 5|22,
Up, n+2 570z n+2
A - . Un+1 2
3. Gréace au calcul précédent, on a lim = 5|z|°.
n—-+oo Up,
4. o Si 5|z|> < 1 alors, d’apres la régle de d’Alembert, la série Zun est

convergente. Cela étant valable pour tout z tel que 5|2|? < 1, i.e. |2] < %,
. 1

on obtient R > Nt

« Si 5[z|2 > 1 alors, d’apres la régle de d’Alembert, la série Zun est

divergente. Cela étant valable pour tout z tel que 5|z|? > 1, d.e. |z] > %,
. 1

on obtient R < N

e Par double inégalité | R =

Ch

—1)»
Exemple 2. Rayon de convergence de la série entiere E %z”
n
* * (_J)n ’zw
1. Pour z € C* et n € N*, on pose u, = 2= —.
n" nh

2. On a

’n+1 n

Upy1 |2

2| ( n )n
Un, (n+1)”+1><]z]”_n+1 n+1/) "

n
U z n
3. Méthode 1 : On a0 < ntl < 2] r ( ) < 1 pour tout entier
Unp, n+1 n+1
. |Z’ . Unp+1
naturel n. Comme lim = 0, par encadrement, lim =0.
n—+oon + 1 n—+00 Uy

Méthode 2 : On passe a la forme exponentielle :

<n—|—1> —exp<nlnn+1> —exp(—nln<1—|—n)) =e .

N . Un+1 . z _ _
Dot lim — — lim L e~ 1to(l) = x e = 0.
n—+o0o Uy n—+oon + 1

4. Comme 0 < 1, d’apres la regle de d’Alembert, la série Zun converge.

Comme ceci est valable pour tout z € C, on en déduit que .

Rappel : régle de d’Alembert des séries numériques
Soit Z Uy, une série avec a termes strictement positifs.

. Un+1
On suppose que lim —
n—+00 Uy

existe et vaut ¢ avec £ € RU {4o00}.
e Si¢ <1 alors la série Z uy, est convergente ;
e Si¢>1 alors la série Z Uy, est (grossierement) divergente ;

e Si¢ =1, on ne peut rien conclure concernant la nature de la série E Uy -
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